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法政大学大学院デザイン工学研究科システムデザイン専攻修士課程 
 
In this paper, the numerical method using HPM to the three-dimensional unsteady heat conduction 
analysis is discussed. The temperature distribution is required when analyzing the problem on the thermal 
stress. FEM and FVM are widely used as a numerical method of a heat transfer problem. The thermal 
stress problem is usually analyzed using these results. However, in the case of the analysis with a 
discontinuous phenomenon like a crack, the analysis using HPM is convenient. Since the degree of 
freedom of HPM differs from FEM, it cannot use the result of the heat transfer analysis of FEM. Therefore, 
in this research, the numerical method of the heat transfer problem which used HPM is developed. 
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１． はじめに 
現在，ものづくりの工程において，設計や製造の時間
を短縮するためコンピュータによるシミュレーションを
用いて事前に強度評価などをすることが多くの分野で行
われている[1]．  
 一般的に用いられる熱伝導問題の解析手法として，連
続体力学に基づいた有限要素法  (FEM : Finite Element 
Method）が存在する[2][3]．また，保存則に基づいた有限
体積法も古くから用いられている[4]．熱伝導問題のみを
対象とする場合，これらの解析方法を用いれば，ほぼ，
期待する解が得られる．また，熱に伴う応力，すなわち
熱応力問題においても，クリープ現象の解析のように，
有限要素法による成果が数多く得られている[5]．しかし，
コンクリートの乾燥収縮に伴うひび割れの発生など，不
連続な現象が発生する場合，連続体力学を基礎とする有
限要素法では，取扱いが複雑になる． 
一方，川井によって提案された剛体―ばねモデル
（RBSM : Rigid Bodies-Spring Model）[6]や，竹内によって
提案されたハイブリッド型ペナルティ法（HPM : 
Hybrid-type Penalty Method）[7]は，進行型破壊のような不
連続な現象が得意な解析法である．これらの方法を用い
れば，熱に伴う不連続現象としてのひび割れを比較的簡
単に取り扱うことができる．しかし，自由度の設定方法
が FEM と異なるため，FEM の熱伝導解析との連成は複
雑となる． 
そこで，本研究では，HPMや RBSMを用いた熱に伴う
ひび割れ問題の解析手法を開発することを目的として，
RBSMや HPMと同じ自由度の考え方を有し，それらと簡
単に連成可能な熱伝導問題の解析手法を開発する． 
 
２． HPM による非定常熱伝導問題の定式化 
（１）基礎方程式 
a）温度勾配とフーリエの法則 
物体内での温度差は温度勾配として表され，距離 ，
温度差 T の 2点における温度勾配 d は，以下のように表
される． 
  (1) 
 
 一方，熱流束を q，熱伝導率を として，単位面積，単
位時間当たりの伝熱量である熱流束が，温度勾配に比例
するフーリエの法則を表すと以下のようになる． 
 
  (2) 
 
なお，右辺に負号が付いているのは勾配が負のときに熱
が正の方向へ流れるためである． 
b）熱伝導方程式 
内部エネルギーの変化を ，熱の流入量を ，流
出量を ，内部発熱を としてエネルギー保存の法
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則を適用すると，以下のように表すことができる． 
 
  (3) 
 
 いま，図 1に示すような幅 dx，高さ dy，奥行き dzの微
小領域に対して，式(3)で表される単位時間あたりのエネ
ルギーの収支バランスを考える．物質の密度を，比熱を
c，単位時間，単位面積当たりの発熱量を   とし，
 を，それぞれ，x, y, z方向の流入する熱流束，
 を x, y, z 方向の流出する熱流束とす
るとき，エネルギーの収支バランスは以下のように表さ
れる． 
 
 
図 1 微小領域における流入出熱流束 
 
 
               (4) 
 
x 方向に関する流入する熱流束  と流出する熱流束 
 は，フーリエの法則により， 
 
  (5) 
  (6) 
 
ここで．  は x方向の熱伝導率である． 
 式(6)を x 近傍でテイラー展開し， dx の 1 次の微小項
まで表すと 
 
  (7) 
 
となる．式(5)，式(7)より 
 
  (8) 
 
と表せる．y方向，z方向も同様にして 
   (9) 
  (10) 
 
と表せる．  は，それぞれ，x , y 方向の熱伝導率で
ある． 
 式(8)～式(10)を式(4)に代入し， →0 の極限を考える
と，以下のような熱伝導方程式が得られる． 
 
  (11) 
 
なお，定常問題では左辺が 0となる． 
（２）境界条件 
熱伝導問題を解くには，境界条件を与える必要がある．
境界条件には，ディリクレ境界条件とノイマン境界条件
がある．以下のそれぞれの境界条件につて述べる． 
a）ディレクトリ境界条件 
ディリクレ境界条件は，境界条件上の点の値を直に与
えるものである．熱伝導問題の場合は，境界面の温度が
規定される．式で表すと，以下のようになる． 
 
  (12) 
 
¯ は既知量を表している．また，領域を ，その境界を 
 とするとき，  は温度が与えられる境界を表
している． 
b）ノイマン境界条件 
 ノイマン境界条件は，物理量の微分係数が与えられる
境界である．熱伝導問題の場合は，境界面の熱流束が規
定される． 
 
  (13) 
 
ここで，  は，境界を通して熱流速が規定される
境界で，熱流束境界条件  ，熱伝達境界条件  ，熱
輻射境界条件  の 3つに分けられる． 
 
 （熱流束境界条件）  (14) 
 （熱伝達境界条件）  (15) 
 （熱輻射境界条件）  (16) 
 
ただし，  は既知の熱流束，  は熱伝達係数，  は外
部温度，  はステファン・ボルツマン定数，F は修正形
態係数，  は放射源温度であり，  
なる関係にある．式(16) は非線形となっているため， 
 
  (17) 
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として，以下に示す線形形式を用いて表すことがある． 
 
  (18) 
 
（３）弱形式 
非定常熱伝導問題の基礎方程式は， 
  
 （熱伝導方程式）  (19) 
 （フーリエの法則）  (20) 
 （温度勾配－温度関係）  (21) 
 
ただし，それぞれの係数行列は， 
 
, , ,  
 
である．また，  は単位面積当たりの発熱量である． 
 式(19)に境界条件式(13)を満たす重み  を乗じて領
域  について積分すると，以下の関係が得られる． 
  
     (22) 
 
 式(22)における第 2項に，ガウスの発散定理を用いると，
以下のような弱形式の方程式が得られる． 
 
 (23) 
 
 いま，図 2 に示すように，領域  は閉境界  で囲
まれた M 個の部分領域  から構成されているものと
する． 
 
図 2 領域  
 
すなわち， 
 
  ただし  (24) 
 
このとき，式(23)は離散領域に対して以下のように表せる． 
   
          (25) 
 
 いま，図 3に示すように，隣接する 2つの部分領域  
と  を考える． 
 
 
図 3 部分領域  と  
 
このとき，2つの部分領域における共通の境界 ，す
なわち， 
 
  (26) 
 
において，付帯条件 
 
  (27) 
 
を，隣接する要素の境界で共通な Lagrange の未定乗数  
を用いて 
 
  (28) 
 
と表し，弱形式化した式(25)に導入する．ここで，  な
らびに  は，それぞれ部分領域  と  にお
ける境界  上の温度を表している． 
 いま，隣接する 2 つの要素境界辺の数を N とすると，
付帯条件を考慮した弱形式は次のようになる． 
 
 
 (29) 
 
（４）温度場 
三次元状態の場合，温度  が点  を
含む部分領域  内で n回連続微分可能であれとし，テ
イラー展開の 1回の微分までを考慮すると， 
 
  (30) 
 
ただし，  は部分領域  内の温度  を，
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また，  は部分領域  内の点  における
温度を表している．式(30)の右辺第 2項，第 3項，第 4項
は温度勾配を表しており，式(21)の関係を用いて，次のよ
うに書くことができる． 
 
  (31) 
 
 式(31)は線形の温度場を表しており，これを要素毎に独
立に設定する．いま，部分領域  について任意点の温
度の式(31)を簡単に 
 
  (32) 
 
と表す．ここで，上付きの  は部分領域  に関す
る物理量であることを意味する．式(32)におけるそれぞれ
の係数は，3次元問題の場合，以下のようになる． 
 
  
  
 
 一方，テーラ展開の 2 次の項まで考慮することで，2
次の温度場を作ることができる．こ 
（５）Lagrange の未定乗数とペナルティ関数 
 Lagrange の未定乗数は物理的には熱流束を意味してい
る点を考慮し，部分領域  と  における境界 上
の熱流束を次のように表すことにする． 
 
  (33) 
 
ここで，P はペナルティ関数を表している．また，  
は要素境界面  上の相対的な温度を表しており，以
下の関係がある． 
 
  (34) 
 
 式(28)は，式(34)を用いて 
 
 
 (35) 
と書くことができる．さらに，式(33)の関係を代入して，
以下のように表せる． 
 
  (36) 
 
 したがって，式(29)は以下のように表せる． 
 
 
             
                (37) 
ただし，領域や境界を示す上付や下付の  や  は
省略して示している．左辺第 3項は便宜上，領域の和の()
内に入れておく． 
 式(37)の左辺第 4 項は，式(14)～(16)に示した 3 つの境
界，すなわち，熱流束が流入出する境界 ，熱伝達境界 ，
熱輻射境界 に分けられる． 
（６）離散化方程式 
 離散化方程式は，式(37)に式(32)で示す温度場の関係を
代入することで得られる．ただし，重み は，温度場と同
様，以下のように表されるものとする． 
 
  (38) 
 
いま，式(21)で表される温度勾配は，式(32)より，以下
のように表せる． 
 
   ( ) (39) 
 
以上の関係を用いると，式(37)の左辺第 1項は以下のよう
に表せる． 
 
 (40) 
 
 同様にして，式(37)の左辺第 2項は以下のように表せる． 
 
 
 (41) 
 
 また，式(37)の左辺第 3項は次のように表せる． 
 
  (42) 
 
 同様に，式(37)の左辺第 4項は以下のように表せる． 
 
  (43) 
 
 一方，要素境界面に関する項を整理するにあたり，相
対的な温度  を以下のように表す． 
 
  (44) 
 
ここで，  ，  は，以下の通りである． 
 
 ,  
 
ただし，上付の  は，部分領域  と  に
関する量を表している．これらの関係を用いると，式(37)
の左辺第 5項は次のように表せる． 
 
Hosei University Repository
 
é
Z
Ä<ab>
ûPûdÄ　　　　　　　　　　　　　　
= éT t<ab>
Z
Ä<ab>
Bt<ab>PB<ab> dÄT <ab>
 (45) 
 
 以上のようにして求めた関係を用いると，式(37)は以下
のように表すことができる． 
 
 
        (46) 
 
 ただし，全自由度を並べた 1次元配列を  とすると，
部分領域  に関する自由度  は，以下のように関
係付けられる． 
 
  (47) 
 
ここで，  は，全要素における自由度と着目要素にお
ける自由度を関係付ける行列である．一方，要素境界面 
 に関する自由度  についても，以下のように
関係付けられる． 
 
  (48) 
 
ここで，  は全要素における自由度と着目要素境界
面に関係する自由度を関係付ける行列である． 
 境界条件についても，同じ手順で展開すれば，最終的
に以下の，空間に関して離散化され式が得られる． 
 
  (49) 
 
ただし， ，  ならびに  は以下のとおりである． 
 
  
  
  
 
 このように，本モデルの離散化方程式は，式(49)に示す時
間に関する常微分方程式に帰着した．左辺の係数行列Kは，
各要素の係数行列と要素境界辺に関する付帯条件の関係，な
らびに，熱流束に関する境界条件を組み合わせることによっ
て得られる． 
（７）時間方向の離散化 
離散化方程式の誘導を行ったが，この式は，時間に関
する 1 階の常微分方程式になっているため，時間に関す
る離散化をする必要がある． 
 いま，空間方向に離散化された式(49)を時間ステップ 
 で満足させることを考える．すなわち， 
 
  (50) 
 
ここに，  は境界条件に関する項であり，説明を簡単に
するため時間的に変化しない定常の項と仮定している． 
 一方，  温度と温度の時間微分を以下
のように表す． 
 
  (51) 
 
これを，式(50)に代入することにより，次式が得られる． 
 
  (52) 
 
 上式より，  の値のとり方によりいくつかの解法が得
られる．例えば，  の場合にはクランク・ニコル
ソン法と呼ばれており，以下のようになる． 
 
  (53) 
 
 の場合にはオイラーの前進差分法と呼ばれ 
 
  (54) 
 
となる．また，  場合には後退差分法と呼ばれ 
 
  (55) 
 
となる．クランク・ニコルソン法は時間に関して 2 次精
度，その他の方法は 1次精度である． 
 
３． 定常熱伝導問題の解析[8] 
図 4 に示すような，平板の三次元定常熱伝導解析を行
う．厚さ 1mm の奥行き方向（z 方向）を持つ六面体で，
厚さ方向に温度変化がない準三次元解析例である． 
要素分割は，四面体要素を用いて節点数 462，要素数
1000 に分割した．境界条件としては，4 つの面に，それ
ぞれ，図のように温度拘束，すなわち，上辺と右辺が 100℃，
左辺が 50℃，下辺が 0℃を与えた．また，平板はアルミニ
ウムを想定し，熱伝導率は，各軸方向同じ 0.225[W/mm℃]
を設定した． 
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図 4 解析モデル図 
 
図 5 は，温度場を２次関数で近似した場合の結果であ
る．先と同様に，■ が有限要法による解，▲ が HPMに
よる解を示している．両手法による解は，全ての地点に
おいて高い一致度を示している． 
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(a) x = 10mm 
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(b) x = 50mm 
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(c) x =90mm 
図 5 ２次の温度場による温度分布 
 
４． 非定常熱伝導問題の解析 
図 6 に示すような直方体モデルの三次元非定常熱伝導
解析を行った．４つの面に温度拘束条件が与えられてお
り，上面と右側面（図 6 の赤色で示す部分）に 100 ℃，
底面（図 6青色で示す部分）に０ ℃，左側面（図 6の緑
色で示す部分）に 50 ℃の拘束条件となっている．前面と
背面は輻射熱 ε = 0.05となっている．材料はアルミニウム
を想定しており、熱伝導率は 0.225w/(mm・℃)である． 
 
図 6 非定常熱伝導解析モデル 
 
要素として四面体形状を用いた．図 7(a) のように，1
つの正六面体を 5 つの四面体要素に分割し，それらを会
わせて，図(b)のように全領域を分割する． 
 
(a) 基本ブロック分割        (b) 領域分割 
図 7 要素構成図 
 
この解析領域は，x=100mm、y=50mm、z=100mm，全
体の要素分割を, x 軸方向,z軸方向にそって 12 分割,y軸
方向に 6分割している．この直方体モデル 4面体(要素数
4320)の 1～10 秒間の解析を行い，FEM の数値解と比較
し精度の確認を行った． 
 
   (a) x=10mm       (b) 50mm       (c) 90mm 
図 8 1秒時の温度分布図 
 
 
   (a) x=10mm       (b) 50mm       (c) 90mm 
図 9 5秒時の温度分布図 
 
   (a) x=10mm       (b) 50mm       (c) 90mm 
図 10 10秒時の温度分布図 
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解析結果は，y-ｚ軸に平行な面で x=10mm.50mm,90mm
の地点での 1秒,5秒,10秒の温度の推移をまとめることで
比較を行った． 
図 8～10は FEMと温度の比較結果を示したものである．
横軸が y，縦軸が温度を表している．赤の直線が HPMに
よる四面体要素を用いた解析結果，青の直線が FEMよる
解析結果である．図のように，全ての時刻において，FEM
による解と一致しており，HPM による解は FEM による
解と同等の精度を有することが分かる． 
非定常解は最終的に定常解の収束する．そこで，次に，
定常解との比較を行う．図 11は，x=10, x=50, x=90 mm に
おける定常解との比較を行った結果である．図 11に示す
ように，すべての地点において非定常解は定常解に収束
していることが分かる．y-z平面の z座標は準三次元的に
変化が見られなかった． 
 
５． 結論 
本研究では，HPMや RBSMを用いた熱にともなうひび
割れ問題の解析と，連成可能な HPMと同じ自由度の考え
方を有する熱伝導問題の解析手法を開発した．  
 はじめに，三次元非定常熱伝導問題の基礎方程式を誘
導した．また，ディリクレ境界条件や，ノイマン境界条
件について触れた．HPMによる離散化を示した． 
 つづいて，三次元定常問題の解析結果を FEMによる解
と比較検討した．その結果，両者の解はほぼ一致した． 
 次に，非定常問題の解析結果の精度を FEMによる解と
比較した．時間ステップの増加とともに両端の温度が平
板内部に伝わり，各ステップにおける FEMの解ともほぼ
一意した． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 さらに，非定常解が定常解に収束するか検討したとこ
ろ，ほぼ，一致した解が得られた． 
 以上から，本研究で示した三次元非定常熱伝導問題の
解析手法として，HPM有効に利用できることが明らかに
なった． 
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